
4- б о б

Ф УНКЦИЯЛАР НИ Х О С И Л А Л А Р Ё Р Д А М И Д А  Т Е К ШИР ИШ

1-§.  Биринчи тартибли хосила ёрдамида  
функцияларнинг экстремумларини текшириш

4.1.1. Агар (а,  Ь) ораликнинг Х2> х \  тенгсизликни кано­
атлантирувчи иккита ихтиёрий xi  ва х 2 нукталари учун f ( x 2) > f ( x  1) 
тенгсизлик бажарилса, f ( x )  функция (а,  Ь) ораликда у с у в ч и  
дейилади.

Агар (а,  b ) ораликнинг Х2> х \  тенгсизликни каноатланти­
рувчи иккита ихтиёрий х\  ва Х2 нукталари учун f ( x 2 ) < . f ( x \ )  
тенгсизлик бажарилса, f ( x )  функция (а,  Ь) ораликда ка м аю вч и  
дейилади.

Ораликда усувчи ёки камаювчи функциялар монотон ф у н к ц и я ­
л а р  дейилади.

М о н о т о н л и к н и н г  з а р у р и й  ш а р т л а р и :
1. Агар (а,  Ь) ораликда дифференциалланувчи y  =  f ( x ) функция 

усувчи булса, у холда f ' ( x ) > 0 .
2. Агар (а,  Ь) ораликда дифференциалланувчи y  =  f ( x ) функция 

камаювчи булса, у холда f ' ( x ) < 0 -
М о н о т о н л и к н и н г  е т а р л и л и к  ш а р т л а р и .
1. Агар (а,  Ь) ораликда дифференциалланувчи y  =  f ( x )  функция 

мусбат хосилага эга булса, яъни f ' ( x ) >  0, у холда функция шу 
ораликда у с у в ч и  ф ун кц и я  булади.

2. Агар (а,  Ь) ораликда дифференциалланувчи y  =  f ( x ) функция 
манфий хосилага эга булса, яъни / / ( х ) < 0, функция шу ораликда 
кам аю вч и  ф ун кц и я  булади.

Функциянинг биринчи тартибли хосиласи нолга тенг ёки 
узилишга эга буладиган нукталари критик нукталар  дейилади.

Энг содда холларда y  =  f ( x )  функциянинг аникланиш сохаси­
ни чекли сондаги критик нукталар билан чегараланган монотонлик 
ораликларга булиш мумкин.

4.1.2. Агар хо нуктанинг шундай атрофи мавжуд булсаки, бу 
атрофнинг хар кандай х ф х о  нуктаси учун f ( x ) < c f ( x o )  тенгсиз­
лик уринли булса, у холда y  =  f ( x )  функция хо нуктада макси-  
м у м г а  э р и ш а д и  дейилади.

Агар хо нуктанинг шундай атрофи мавжуд булсаки, бу 
атрофнинг хар кандай х ф х о  нуктаси учун f ( x ) > f ( x 0) тенгсиз-
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лик уринли булса, у холда y  =  f ( х)  функция хо нуктада минимумга  
эришади  дейилади.

Функция максимум ёки минимумга эришадиган нукталар унинг 
экстремум нукталари дейилади. Функциянинг экстремум нуктала- 
ридаги кийматлари функциянинг экстремал (максимал  ёки мини- 
мал) к,ийматлари дейилади.

Э к с т р е м у м н и н г  з а р у р и й  ш а р т и .  Агар y  =  f ( х)  функция 
хо нуктада экстремумга эга булса, у холда f  (хо) нолга тенг ёки 
мавжуд булмайди.

Аммо хар кандай критик нукта хам экстремум нуктаси 
булавермайди.

Э к с т р е м у м н и н г  е т а р л и л и к  ш а р т и .  Агар хо нукта 
y  =  f ( x)  функциянинг критик нуктаси булиб, функциянинг хосила- 
си бу нуктадан утишда ишорасини узгартирса, у холда хо — бу 
функциянинг экстремум нуктаси булади, шу билан бирга:

1. Агар хо нуктадан чапдан унгга утишда f' (х) уз ишорасини 
мусбатдан манфийга узгартирса, у холда хо нуктада функция 
максимумга эришади.

2. Агар хо нуктадан чапдан унгга утишда f ' (х)  уз ишорасини 
манфийдан мусбатга узгартирса, у холда хо нуктада функция 
минимумга эришади.

Шундай килиб, монотонлик ораликларини ва функция экстре­
мумини топиш учун олдин функциянинг аникланиш сохасини 
критик нукталар ёрдамида монотонлик ораликларига булиш ва 
уларда хосила ишорасини текшириш керак.

Шундан кейин монотонлик ва экстремумнинг етарлилик шартла- 
ридан фойдаланиб, усиш ва камайиш ораликларини, максимум ва 
минимум нукталарини топиш хамда функциянинг бу нукта- 
лардаги кийматларини хисоблаб, натижаларни тегишли жадвал- 
га ёзиш керак.

1 - м и с о л .  у = х 3 — Зх2 функциянинг монотонлик ораликлари­
ни ва экстремумларини топинг.

Е ч и ш .  Берилган функциянинг аникланиш сохаси — бутун Ох 
уки булиб, унинг хосиласи у'  =  Зх ( х  — 2) .

Хосилани нолга тенглаштириб, критик нукталарни топамиз: 
х \ = 0  ва Х2 =  2. Ох уки бу нукталар билан учта ораликка булинади: 
( - о о ;  0),  (0; 2) ва (2; + о о ) .

Бу ораликларда хосиланинг ишорасини текшириб, натиж а­
ларни куйидаги жадвалга ёзамиз:

X ( — о о ; 0 ) 0 ( 0 ; 2 ) 2 ( 2 ; + о о )

У' + 0 — 0 +

У
шах

0
min

—4

Утах = / ( 0 )  = 0 3 — 3 - 0 2 =  0; 2)  = 2 3- 3 - 2 2=  - 4 .
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4.1.3. у  =  f (х) функция [а, Ь] кесмада узининг энг кичик ( т = у экич) 
ёки энг катта (М =  у 3 кат) кийматларига (а, Ь\ ораликда ётувчи 
критик нукталарида ёки [а, b ] кесманинг охирларида эришади.

2 - м и с о л .  у  =  х 4— 2х  + 3  функциянинг [ — 3; 2] кесмадаги энг 
кичик ва энг катта кийматларини топинг.

Е ч и ш .  Берилган функциянинг хосиласи: у ' =  4 ( х 3 — х).  
у' =  0 шартдан xi =  0, * 2 = 1  ва х з =  — 1.

Критик нукталарнинг хаммаси ( — 3; 2) ораликка тегишли. 
Берилган функциянинг бу нукталардаги ва кесманинг охирларида- 
ги кийматларини хисоблаймиз:

И 0 ) = 3 ,  У( 0 = 2 ,  у ( -  1 ) = 2 ,  у {  — 3) = 6 6 ,  у ( 2) =  11. 
Шундай килиб, [ — 3; 2] кесмада у э кат= 6 6 ,  у 3 кич= 2 .

1 - дарсхона топшириги

1. Функцияларнинг монотонлик ораликларини топинг:
а) у  =  2 — Зх +  х3; б) у  =  х(  1 +  д/х ) ;
в) у  =  х  — 2sinx, 2л.

Ж : а) ( — оо, — 1) ва (1, +  оо) да усади, ( — 1, 1) да камаяди;
б) [0, + о о )  да усувчи;

в) “у " )  да УСУВ Ч И ; (О, у )  ва ( - у .  2 л )  да камаювчи.

2. Функциянинг экстремумларини топинг:
\ X2 л\ ' I 1 \ lnjc

а ) y = ^ z ^ '  б ) У =  х + Т ; в) У = ~ Т -
Ж : а) х =  0 да y max= 0; х =  4 да y min =  8;

б) х = 1  да y min =  2 , х 0 да y max 2,
> 1в) х =  е да y max — ~ -

3. Ушбу
_ |

а) у = — функциянинг [0, 4] кесмадаги;
] _х

б) у  =  arctg-yq—  функциянинг [0, 1] кесмадаги энг кичик ва энг

катта кийматларини топинг.

Ж : a) Af =  0,6, m =  — 1; б) М = ~  т  =  0.

1- мустак^ил иш

1. Функцияларнинг монотонлик ораликлари ва экстремум 
нукталарини топинг:

а) у  =  х ^ \ — х 2; б) у  =  х — 21пх; в) у  =  lnx — arctgx.
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Ж : а )  7 l ) Ba ! ) д а  камаювчи;

Усади, y rain= ( / (  v f ) =  v ' j ' =  ,'U )= ^  '

б) (0, 2) да камаювчи; (2, +  o o ) да усувчи; y mm =  
=  у ( 2)  = 2 ( 1  — 1п2) « 0 .6 1 :

в) (0, +  о ° ) да усувчи.

2. Ушбу
I   у 1 X2

а) у = -------нинг [0, 1] кесмадаги;
1 —1~ X — X
з ____  з ____

б) у =  д /х + 1  — у х  — 1 нинг [0, 1] кесмадаги;

в) у  =  х-\-2л[х  нинг [0, 4] кесмадаги энг кичик ва энг катта 
кийматларини топинг:

Ж : а) у так=  1, y min =  0,6;

У max 2, t/mjn д/2 ,

В )  У гл ах  У т т  0 .

2- §. Функциянинг каваримиги ва боти м иги .
Эгилиш нукталари. Асимптоталар

4.2.1. y  =  f ( x)  функциянинг графиги (а,  Ь) ораликнинг исталган 
нуктасида утказилган уринмадан пастда ётса, у холда функция 
графиги щаварищ дейилади.

y  =  f ( x)  функциянинг графиги (а,  Ь) ораликнинг исталган 
нуктасида утказилган уринмадан ющорида ётса, у холда функция 
графиги ботик, дейилади.

Функция графигининг каварик кисмини ботик кисмидан аж ра- 
тувчи Мо (хо, f ( x о) нукта графикнинг эгилиш нуктаси дейилади.

Ф у н к ц и я  г р а ф и г и н и н г  к а в а р и к  ё к и  б о т и к  
б у л и ш и н и н г  е т а р л и л и к  ш а р т л а р и .  Агар (а, Ь) ора­
ликда дифференциалланувчи y  =  f ( x)  функциянинг иккинчи тартиб­
ли хосиласи манфий, яъни f " ( x ) < c 0  булса, у холда бу ораликда 
функция графиги каварик булади.

Агар (а,  Ь) ораликда дифференциалланувчи y  =  f ( x)  функция­
нинг иккинчи тартибли хосиласи мусбат, яъни f' ( х ) > 0  булса, 
у холда бу ораликда функция графиги ботик булади.

Кавариклик оралигини ботиклик оралигидан ажратиб турувчи 
эгилиш нуктасидан утишда функциянинг иккинчи тартибли хосила-
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си ишорасини узгартиради. Бундай нукталарда функциянинг 
иккинчи тартибли хосиласи ё нолга тенг, ёки мавжуд булмайди.

f " ( x ) =  0 ёки f "( x)  мавжуд булмайдиган нукталар иккинчи тур 
критик нукталар дейилади.

Э г и л и ш  н у к т а л а р и  м а в ж у д  б у л и ш и н и н г  е т а р -  
л it л и к ш а р т и .  Агар хо нукта y  =  f ( x)  функция учун иккинчи тур 
критик нукта булса ва f " (х)  иккинчи тартибли хосила бу нуктадан 
утишда ишорасини узгартирса, у холда бу функция графигининг 
хо абсциссали нуктаси эгилиш нуктаси булади.

Демак, функция графигининг кавариклик ва ботиклик оралик- 
ларини, эгилиш нукталарини топиш учун олдин функция аникла- 
ниш сохасини иккинчи тур критик нукталар билан ораликларга 
булиш ва бу ораликларда иккинчи тартибли хосила ишорасини 
текшириш керак. Шундан кейин етарлилик шартларидан ф ойдала­
ниб, кавариклик, ботиклик ораликлари ва эгилиш нукталари 
аникланади.

1 - м и  с о л .  у  =  хех функциянинг кавариклик, ботиклик оралик- 
ларини ва эгилиш нукталарини топинг.

Е ч и ш .  Берилган функциянинг аникланиш сохаси бутун Ох 
укдан иборат. Биринчи ва иккинчи тартибли хосилаларни топамиз:

у'  =  ех( 1 + х ) ;  у "  =  ех(2 +  х) .
Иккинчи тартибли хосилани нолга тенглаштириб, иккинчи тур 

критик нуктани топамиз: х = — 2. Ох  ук бу нукта билан иккита 
ораликка булинади: ( — оо; — 2),  ( — 2, + о о ) .

Бу ораликларда иккинчи тартибли хосила ишорасини текши- 
риб, ушбу жадвални тузамиз:

X ( - 0 0 , - 2 ) —2 ( — 2, +oo)

У" — 0 +

У ^ ^
- 2 * - 2

х = — 2 да графикда ординатаси у = — 2е 2 булган эгилиш 
нуктасига эга буламиз.

4.2.2. Агар y = f ( x ) функция графигидаги нукта шу график 
буйлаб чексиз узоклашганда ундан бирор тугри чизиккача 
булган масофа нолга интилса, бу тугри чизик y = f ( x )  функция 
графигининг асимптотаси деб аталади.

Агар lim /(x) =  oo булса, х =  а  тугри чизик y = f ( x )  функция
х-*а

графигининг вертикал асимптотаси дейилади.
Агар

k =  lim ва b =  lim ( f ( x ) - k x )
*-►+00 x-^+oo

ёки
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лимитлар мавжуд булса, у х,олда y  — k x - \ -b  тугри чизик, y  =  f ( х)  
функциянинг огма асимптотаси дейилади.

Хусусан, k =  0 да горизонтал асимптотага эга буламиз.

•Л_о*-1-3
2 - м и  с о л .  у = ------ + 2  — ФУнкЧиянинг асимптоталарини топинг.

Е ч и ш .  lim у  =  оо булгани учун х = — 2 вертикал асимптота
х—* —2

булади. Огма асимптоталарни топамиз:
, ,. f {x)  .. х2 — 2х  +  3 . k — lim =  l im — , , =  1 ,

* х-^оо *(* +  2)

b =  l im (/(x) — kx) =  lim 3 —х ) =
х->- оо X-*■ ОО N X \ L /

=  l i m ^ ± i = - 4 .
X—► оо Х  +  2

Шундай килиб, огма асимптотанинг тенгламаси у  =  х  — 4 кури­
нишга эга.

2 - дарсхона топшириги

1. Куйидаги функцияларнинг кавариклик, ботиклик оралик­
ларини ва эгилиш нукталарини топинг:

X̂

а) у  =  хъ-\-5х  — 6; б) у = ( х  — 4 ) 5 +  4л: +  4;- в) у  =  е 2 .

Ж '  а) ( — о о , 0) да каварик; (0, +  о о )  да ботик; эгилиш 
нуктаси: Л1о(0, 6);

б) ( — оо , 4) да ботик; (4, +  о о ) да каварик; эгилиш нуктаси: ЛЫ4 
20 ) ;

в) ( — о о , — 1) ва (1, +  о о ) да ботик; ( — 1, 1) да каварик:

эгилиш нукталари: , ( — 1, е 2 )  ва M 2(l,  е 2 ) .
2. Куйидаги функцияларнинг асимптоталарини топинг:

а) У =  Д f - ^ 2   ̂ б ) i/ =  3x +  arctg5x; в) у =  1п(х+ 11  -|- 2х .

Ж : а) х = 2  ва у =  1;

б) t/ =  3x +  - |  (.*:->- +  оо да) ва у  =  Зх — ~  (*-*—  оо да) ;

в) х =  0, у  =  2х, х =  — 1 — 1 + 0  д а ) .
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